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1 Introduction

Nous nous intéressons à la reconstruction d'une surface à partir d'un nuage de points. C'est un
problème ayant de nombreuses applications dans des domaines variés tels que l'étude de données
statistiques, l'analyse d'images médicales ou encore la CAO. Nous abordons ici plus particulière-
ment le choix du compromis entre l'attache aux données et la régularité de la surface. L'approche
considérée pour résoudre ce problème consiste à minimiser le score de validation croisée. Bien que
de nombreux travaux aient déjà été menés à ce sujet, les méthodes utilisées pour optimiser le cri-
tère de la validation croisée ne sont que rarement explicitées. De plus les méthodes habituellement
décrites sont peu satisfaisantes.

2 La reconstruction de surface

SoitX =
{
(xi ↔ yi) | i ∈ {1, . . . , n}, xi ∈ RN , yi ∈ RM

}
un ensemble de données. En pratique,

nous considérons principalement le cas N = 2 et M = 1, c'est-à-dire le cas où yi représente une
élévation par rapport au plan contenant l'ensemble des points xi. Considérons le modèle de données
suivant :

y = f(x;p) + ε (1)

où x =
[
x1 . . . xn

]T
, y =

[
y1 . . . yn

]T
et p est un vecteur donnant les paramètres du modèle. Le

problème d'approximation surfacique consiste à trouver le vecteur p̂λ tel que :

p̂λ = arg minp E(p, λ) avec E(p, λ) = Ed(p) + λEr(p) (2)

où Ed est un terme donnant l'énergie d'attache aux données, Er quanti�e la régularité du modèle et
λ contrôle le compromis entre ces deux aspects. Nous ne considérons ici que les modèles linéaires
en p (où Aλ est une matrice dépendant de λ, de x et du modèle f et où ỹ contient y) :

Aλp = ỹ (3)

Les termes d'attache aux données et de régularisation sont souvent choisis comme étant respecti-
vement la moyenne des résidus au carré et l'énergie de torsion [3,5,7] :

Ed(p) = 1
n

∑n
i=1 (f(xi;p)− yi)2 et Er(p) =

∫∫
R2

∥∥∥∂f∂x (x;p)
∥∥∥2

dx (4)

Il a été montré [7] qu'en utilisant de telles énergies, le problème peut être écrit sous la forme de
l'équation (3) si l'on utilise comme modèle les Thin Plate Splines [1] :

f
(
x =

[
α β
]T ;p =

[
w1 . . . wn a b c

]T) = aα+ bβ + c+
∑n
i=1 wiρ(x, xi) (5)

où ρ(a,b) = ‖a− b‖2 log ‖a− b‖ (6)

Pour un paramètre λ �xé, la solution du problème est donnée par [6,7,4] :

p̂λ = arg minp ‖Aλp− y‖22 ⇔ p̂λ = A†λy (7)

Le paramètre λ ne peut évidemment pas être choisi en minimisant directement E(p, λ). En
e�et, cette approche conduirait systématiquement à la solution λ = 0. Nous sélectionnons λ avec
une autre technique : la validation croisée [8].



3 La validation croisée et son optimisation

Soit p̂[i]
λ le paramètre minimisant l'énergie du modèle pour λ �xé en considérant le sous-ensemble

de données X [i] = X r {(xi ↔ yi)}. La fonction de validation croisée V est alors donnée par :

V (λ) = 1
n

∑n
i=1 ‖f(x; p̂[i]

λ )− yi‖2 (8)

La sélection automatique du compromis entre l'attache aux données et la régularisation consiste
alors à déterminer le paramètre λ̂ ∈ [0,∞[ minimisant la fonction V .

Bien qu'expérimentalement l'allure de la fonction V semble être adéquate (V n'est pas convexe
mais a un seul minimum, voir �gure 1), sa minimisation se heurte à plusieurs problèmes. L'utili-
sation directe de la formule (8) entrainerait le calcul de n ajustements de surfaces pour une seule
valeur de λ ce qui serait bien trop coûteux. Il est possible de montrer [7] que l'expression de V
peut être ramenée, de manière équivalente, à :

V (λ) = 1
n

∥∥∥diag
(

1

1−diag(AλA
†
λ)

)
(Ap̂λ − y)

∥∥∥2

(9)

La complexité de l'évaluation ponctuelle de V est alors équivalente à celle du calcul d'un seul ajus-
tement. Cependant, cette complexité reste trop élevée pour que le minimum puisse être trivialement
déterminé (par exemple, en échantillonnant �nement la fonction V ). Nous nous intéressons donc
à d'autres techniques d'optimisation pour résoudre ce problème. De plus, nous souhaitons prendre
en compte des énergies comportant plusieurs termes de régularisation. Plusieurs approches sont
considérées : approximation de la fonction de validation croisée, factorisation de la matrice Aλ,
utilisation d'autres modèles de surfaces comme les produits tensoriels de B-splines [2].
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Fig. 1. Fonction de Fig. 2. Ajustement de surface
validation croisée. sur le puy Pariou (Auvergne).
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