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  The estimation of derivatives from possibly noisy 
discrete  functions  is  important  in  frameworks  such  
as  image  processing  or  shape  analysis.  This  problem 
has  been  investigated  through  finite difference me­
thods [1], scale­space [2], discrete geometry [3]. 

Addressed problem 
  We present a new approach which relies on sim‐
ple discrete convolution products. By means of the 
binomial coefficients, it uses integer only arithme‐
tic (unlike scale‐space). Besides, it has been proved to 
converge at rate h2/3. 
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Discrete convolution product 

F : Z→ ZF : Z→ Z K : Ω ⊂ Z→ ZK : Ω ⊂ Z→ Z
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Smoothing kernel 
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Derivative kernel 
Dn(a) = δ ∗Hn(a)Dn(a) = δ ∗Hn(a)
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Derivative estimator 

φ0(ha) ≈ 1

2n
ΨDn

Γ(a)φ0(ha) ≈ 1

2n
ΨDn

Γ(a)

Convergence 
With the following hypothesis

• φ : R→ R is a C3 function

• φ(3) is bounded

• α ∈]0, 1], K ∈ R∗+, and h ∈ R∗+
• Γ : Z→ Z is such that:
|hΓ(a)− φ(ha)| ≤ Khα

• n = bh2(α−3)/3c

there exists a function σφ,α : R+ → R+
with σφ,α ∈ O(h2α/3) such that:
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  In  other  words,  our 
derivative  estimator 
converges  at  rate  h2α/3 
for  functions  known 
through  their  discreti‐
zations with step h and 
an  arbitrary  noise 
bounded by Khα. 
  This result of conver‐
gence  is  proved  using 
the  Floater’s  theorem 
[4]  (which  gives  the 
convergence  of  Bern‐
stein approximations). 

Noisy discrete function 

|hΓ(a)− φ(ha)| ≤ Khα|hΓ(a)− φ(ha)| ≤ Khα

noisy discretization of 
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Finite differences kernel 

δ(a) =
1 if a = 0
−1 if a = 1
0 otherwise

δ(a) =
1 if a = 0
−1 if a = 1
0 otherwise

a

 
Higher order derivatives 
  Our  estimator  can  be  extended  to  the  kth 
derivation order by using this kernel: 

Dk
n = δ ∗ . . . ∗ δ| {z }

k times

∗DnDk
n = δ ∗ . . . ∗ δ| {z }

k times

∗Dn

  This  estimator  has  also  been  proved  to 
converge (by iterating the convergence result 
for first order derivatives). 

Parametric functions 
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Z u

0
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Pixel­length parametrization  Tangent estimation 

  Estimation of  the derivatives  in  the 
parametric case seems  to work expe‐
rimentally.  However,  there  are  some 
difficulties in prooving the convergen‐
ce: the pixel‐length reparametrization 
is not C3. 


